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Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein �Uberblick �uber verschiedene Methoden zur Be�
rechnung der Feigenbaumkonstanten � und � gegeben� und eine neue Me�
thode zur Berechnung von � aufgezeigt� Die genauesten bisher publizierten
Resultate �Keith Briggs in ���� von 	
� bzw� �� Stellen konnten mit Hil�
fe einer Implementation dieser Methode auf jeweils 
�� Stellen verbessert
werden�
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�� Einf�uhrung

Obwohl �uber die Feigenbaumkonstante bereits 	��� in ��� zum ersten mal
publiziert wurde� ist �uber sie immer noch recht wenig bekannt� Man wei�
nicht� ob sie rational� irrational oder transzendent ist� man kennt nicht ihre
Beziehungen zu anderen mathematischen Konstanten� ja man hat nicht
einmal e�ziente Methoden zu ihrer Berechnung� Daher ist eine genaue
Berechnung dieser Konstante w�unschenswert� um neue Beziehungen �nden
zu k�onnen�

Feigenbaum gab f�ur � in ��� � und sp�ater in ��� 	� Stellen an� Dies wurde
von Christiansen� Cvitanovi�c und Rugh in �
� auf �� Stellen verbessert� Das
genaueste publizierte Resultat von �� Stellen ist in ��� zu �nden� Briggs hat
sp�ater erneut Berechnungen mit vergr�o�erter Genauigkeit durchgef�uhrt�
das Berechnungsprotokoll ist im WWW unter
http���www�pd�uwa�edu�au�Keith�f��
zu �nden� Die Berechnung wurde dort mit ��� Stellen durchgef�uhrt� es
�nden sich aber leider keine expliziten Angaben �uber die Genauigkeit des
Resultats� Nach dem Protokoll l�a�t sich eine Genauigkeit von maximal
��
 Stellen vermuten� der Vergleich mit den in dieser Arbeit ermittelten
Resultaten ergibt eine Genauigkeit von �
� Stellen f�ur Briggs Berechnung�
was gut mit diesem Wert �ubereinstimmt�

In dieser Arbeit werden einige Ideen zur Berechnung der Feigenbaumkon�
stante dargestellt� und die Resultate� die bei der Implementation eines
Teils davon erzielt wurden� Der Schwerpunkt liegt auf der n�aherungswei�
sen L�osung der Cvitanovi�c�Feigenbaum�Funktionalgleichung �siehe Kapi�
tel 
� und der Ableitung und L�osung einer neuen Funktionalgleichung aus
einer in �	
� �� beschriebenen zweidimensionalen Variante der Cvitanovi�c�
Feigenbaum�Funktionalgleichung �Kapitel ��� Diese Gleichung bietet nach
Meinung des Autors einen besseren Weg zum erreichen hoher Pr�azision�
als die in ��� von Feigenbaum begr�undete Methode �siehe Seite 	��� nach
der die bisher genauesten Berechnungen vorgenommen wurden� Die Anzahl

	



�� Einf�uhrung

der bekannten Stellen von � und � wurde dadurch auf 
�� erh�oht�

�



�� Die Feigenbaumkonstante

In diesem Kapitel wird die Feigenbaumkonstante de�niert� und ihre Be�
deutung beschrieben�

Mitchell Feigenbaum und andere Forscher besch�aftigten sich in den �
ger
Jahren mit dem Verhalten der sog� logistischen Gleichung� Diese hat die
folgende Form�

xn�� � a � xn � �	� xn�

Sie stellt ein sehr einfaches Modell dar f�ur ein Bev�olkerungswachstum bei
begrenzten Ressourcen� xn sei die Bev�olkerung in der n�ten Generation�
und xn�� die Bev�olkerung in der n�	�ten� a ist ein Parameter f�ur die
Geschwindigkeit des Wachstums� �Im folgenden werde ich diese Funktion
mit f�x� bezeichnen��

0

a x(1-x)

1x0 x1 x2x3

Abbildung ��	� Die logistische Gleichung

Die Bev�olkerungsgr�o�e ist auf das Intervall �
� 	� normiert� wobei 	 die ma�
ximal erreichbare Dichte ist� Im Diagramm ��	 ist der Verlauf dieser Funk�
tion dargestellt� Wenn die Bev�olkerung gering ist� dann wird die n�achste

�



�� Die Feigenbaumkonstante

Generation a mal so gro� sein� Wenn die Bev�olkerung aber bereits sehr
gro� ist� machen sich Ressourcenbegrenzungen bemerkbar� Dies schr�ankt
zun�achst das Bev�olkerungswachstum ein� und f�uhrt im Extremfall �also
der Dichte 	� zur Hungerkatastrophe� so da� die Bev�olkerung ganz ver�
schwinden w�urde� Untersucht wird nun die Folge der xi in Abh�angigkeit
von a�

Das ist nat�urlich nicht gerade ein wirklichkeitsnahes Modell� Was aber
zum damaligen Zeitpunkt sehr �uberraschend war� ist� da� bereits ein so
einfaches Modell ein �au�erst komplexes Verhalten zeigen kann�

Wenn man einen relativ kleinen Wert von a nimmt �a � ��� dann ergibt
sich ein einfaches Einschwingen auf einen Gleichgewichtswert� Dies ist im
Diagramm ��	 bereits dargestellt� Wenn a dagegen gr�o�er als � wird� �andert
sich das Verhalten� die Bev�olkerungsgr�o�e wird instabil und springt zwi�
schen zwei Werten hin und her �Diagramm ����� Bei a � ��

�� entsteht
ein Viererzyklus�

0 1 0 1

Abbildung ���� Der Zweier� und der Viererzyklus

Diese Periodenverdopplung wiederholt sich in immer k�urzeren Abst�anden�
Dies l�a�t sich in Diagramm ��� gut erkennen� Abgetragen sind darin die
Punkte des Zyklus� auf den sich die Bev�olkerung einschwingt� gegen den
Wert a� mit dem die Iteration durchgef�uhrt wird�

Die Punkte� an denen die Periodenverdopplung statt�ndet� werden auch
Bifurkationen �Gabelungen� genannt� Diese erfolgen immer schneller� bis
schlie�lich eine Grenze des Chaos erreicht wird� Im Original ist dies in
Diagramm ��� auf Seite � zu sehen�

Feigenbaum stellte nun fest� da� die Abst�ande aufeinanderfolgender Bi�
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Abbildung ���� Ein Bifurkationsdiagramm �nichtma�st�ablich�

furkationen n�aherungsweise eine fallende geometrische Folge bilden� Ihr
Quotient konvergiert gegen den Grenzwert �� der als Feigenbaumkonstante

bezeichnet wird�

� � lim
k��

ak�� � ak
ak�� � ak��

�����	�

� � 
�����
	� � � �

Verwandt dazu ist der Grenzwert ��

� � lim
k��

dk�� � dk
dk�� � dk��

�������

� � ���
��
���� � � �

Dabei bezeichnen die ak diejenigen Werte f�ur a� bei denen die k�te Bifur�
kation statt�ndet� d�h� bei denen die Iteration der logistischen Gleichung
von einem �k���Zyklus zu einem �k�Zyklus �ubergeht� und die dk den Ab�
stand des Punktes� an dem ax�	� x� ihr Maximum hat �d�h� x�
���� zur
n�achsten

�
Gabelung��

Alternativ lassen sich die Feigenbaumkonstanten auch durch die sog� su�
perstabilen Zyklen de�nieren �siehe Diagramm ��
 auf der n�achsten Seite��

�



�� Die Feigenbaumkonstante

Ein superstabiler Zyklus ist ein Zyklus� der das Maximum von ax�	 � x�
bei xm � 
�� einschlie�t� Dies bewirkt� da� die Iteration sich sehr schnell
auf den Zyklus einstellt�

Ak ist dementsprechend der Wert f�ur a� an dem ein superstabiler �k�Zyklus
entsteht� und Dk � f �

k��

�xm��f�xm� ein Ma� f�ur die Breite der Gabelung
in Umgebung des Maximums�

Hieraus ergeben sich die Feigenbaumkonstanten zu

� � lim
k��

Ak�� � Ak

Ak�� � Ak��
�������

� � lim
k��

Dk�� �Dk

Dk�� �Dk��
�����
�

�������

Es l�a�t sich leicht nachweisen� da� die beiden De�nitionen �aquivalent sind�
�Siehe z�B� �	����

a

x
i

A1 A2 A3A4

D1

D2

D3

0.5

Abbildung ��
� Die superstabilen Zyklen

Das Interessante an diesen Grenzwerten ist� da� deren Zahlenwerte nicht
nur f�ur die logistische Gleichung zutre�en� sondern auch f�ur viele andere

�



Funktionen� so z�B� a � sin��x� oder ax
���x�b

f�ur b � �� Tats�achlich gelang es

Feigenbaum ��� zu zeigen� da� dies f�ur jede Funktion f�x� gilt� die folgende
Bedingungen erf�ullt�

	� f�x� ist eine stetige Funktion� die das Intervall �
� 	� auf �
� 	� abbildet

�� f�x� hat ein quadratisches Maximum �d�h� f ���xm� �� 
�

�� f�x� ist monoton steigend in �
� xm� und monoton fallend in �xm� 	�


� f�x� hat eine negative Schwarzsche Ableitung f ����x�
f ��x�

� �
�

�
f ���x�
f ��x�

��
Diese Universalit�at macht die Bedeutung der Konstanten aus� Tats�achlich
werden derartige Bifurkationen bei physikalischen Erscheinungen beob�
achtet� bei den ein �Ubergang von statischem Verhalten �uber Schwingun�
gen zum Chaos erfolgt� Dies ist z�B� bei der B�ernard�Konvektion� beim
parametrisch erregten Pendel� oder bei periodisch erregten nichtlinearen
Schwingkreisen �Chua�s Circuit� der Fall� Dabei konnten experimentiell
die oben angegebenen Werte im Rahmen der Me�genauigkeit best�atigt
werden ��	
��� Das Problem dabei ist� das � relativ gro� ist� so da� man
meist h�ochstens bis zur 
� oder �� Periodenverdoppelung messen kann�

�



�� Die Feigenbaumkonstante

Abbildung ���� Ein Bifurkationsbaum mit Ausschnittsvergr�o�erung

�



�� Direkte Berechnung der

Bifurkationspunkte

Die naheliegendste Methode ist es� die Feigenbaumkonstante direkt aus
ihrer De�nition zu berechnen� Es sind dazu zwei Grundprobleme zu l�osen�

�� Die e�ziente Bestimmung der Bifurkationspunkte�

�� Die Ermittlung der Konstanten aus diesen Punkten�

Der zweite Punkt ist getrennt aufgef�uhrt� da hier Ma	nahmen zur Kon�
vergenzbeschleunigung greifen k�onnen�

��� Berechnung der Bifurkationspunkte

Im folgenden bezeichne ich ax�	�x� als f�x� a� bzw� als f�x�� wenn a aus
dem Zusammenhang hervorgeht� Mit fn�x� ist f�f�� � � f� �z �

n

�x� � � � �� gemeint�

Um einen Bifurkationspunkt auszurechnen� ist die naive Methode� einfach
die logistische Parabel zu iterieren und zu schauen� wie das Ergebnis f�ur
verschiedene a konvergiert� nat�urlich zu aufwendig� da die Iteration nur
linear konvergiert� und gerade in der N�ahe der interessanten Bifurkations�
punkte extrem schlecht konvergiert�� Es ist also eine gezieltere Methode
notwendig�

Hilfreich ist dabei die Betrachtung des Bifurkationsvorgangs� Entsprechend
dem Diagramm ��	 �ndet dieser genau dann statt� wenn d

dx
f �

n

�x� � �	�

�Wenn man statt dessen nach den superstabilen Zyklen sucht� dann tritt bei der Ite�
ration zwar sogar quadratische Konvergenz ein� aber dies sagt noch nicht� wie man
den korrekten Wert f�ur a �ndet�

�



�� Direkte Berechnung der Bifurkationspunkte

f2n(x)

f2n(x)f2n(x)

Ableitung ~ -1 Ableitung < -1Ableitung > -1

Abbildung ��	� Ein Bifurkationsvorgang

Damit haben wir aber bereits ein Gleichungssystem mit zwei Gleichungen
zur Berechnung der zwei Parameter x und a des Bifurkationspunktes�

f �
n

�x� a� � x �der Zyklus schlie�t sich� �����	�

�

�x
f �

n

�x� a� � �	 �eine Bifurkation �ndet statt�� �������

Zur L�osung derartiger nichtlinearer Gleichungssysteme stehen zahlreiche
Verfahren zur Verf�ugung �siehe z�B� in ����� da es sich aber hier die Ablei�
tungen der Funktionen nach den Unbekannten x und a relativ leicht be�
rechnen lassen� bietet sich dabei vor allem das zweidimensionale Newton�
Verfahren an� Eine Beschreibung der Formeln� nach denen dieses imple�
mentiert wurde� ist in Anhang A auf Seite �� zu �nden�

��� Bestimmung der Konstanten

Damit ist nun eine Folge von Werten xi und ai f�ur i � 	� � � � n gewonnen�
Unter Anwendung der De�nition von � und � ergeben sich daraus die
Folgen �i �

xi�xi��
xi���xi��

und �i �
ai�ai��

ai���ai��
�

Es ist jedoch zu bemerken� da� sowohl die �i� als auch die �i� n�aherungs�
weise die Glieder einer geometrische Folge �i � �� r�q

i
� bzw� �i � �� r�q

i
�

bilden� die gegen � bzw� � konvergiert� Dies l�a�t sich zur Steigerung der
Genauigkeit ausnutzen�

Im Folgenden beziehe ich mich der �Ubersicht halber nur auf die Folge �i�
die Ergebnisse sind aber unmittelbar auf die Folge �i �ubertragbar�

	




��� Bestimmung der Konstanten

Angenommen man hat � aufeinanderfolgende Glieder ai� ai��� ai�� einer
geometrischen Folge ak � a � rqk� d�h� ai � a � rqi� ai�� � a � rqi���
ai�� � a� rqi��� Damit ist

q �
rqi�� � rqi��

rqi�� � rqi

�
ai�� � ai��
ai�� � ai

sowie

qai � ai�� � a�q � 	�

ai�� � ai��
ai�� � ai

ai � ai�� � a�
ai�� � ai��
ai�� � ai

� 	�

ai��ai � ai��ai � a�i�� � aiai��
ai�� � ai

ai � a
ai�� � ai�� � ai�� � ai

ai�� � ai

also�

a �
ai��ai � a�i��

ai � �ai�� � ai��

und damit ist

lim
k��

ak �
ai��ai � a�i��

ai � �ai�� � ai��
f�ur ein beliebiges i � IN �������

Wenn man diese Gleichung also auf � beliebige aufeinanderfolgende Glieder
einer geometrischen Folge anwendet� so erh�alt man den Grenzwert dieser
Folge�

Wenn man Gleichung ������� nun sukzessive auf ��� ��� ��� ��� ��� ���
��� ��� �� usw� anwendet� erh�alt man eine neue Folge� die ich mit ��� � �

�
�� �

�
�� � � �

bezeichne� W�are ��i� nun genau eine geometrische Folge� dann w�aren alle
Glieder dieser Folge gleich �� Da sie das aber nur n�aherungsweise ist� bil�
den die ��i wieder eine Folge� die gegen � konvergiert� Es stellt sich heraus�
das dies wieder n�aherungsweise eine geometrische Folge bildet� die aber
viel schneller als die Ausgangsfolge konvergiert� Damit kann ich das glei�
che Verfahren nochmals anwenden� was zu einer neuen Folge ���i � f�uhrt�
die schneller als ��i� und ���i � konvergiert� und so weiter� Es resultiert ein
Dreieck

��� ��� ��� ��� ��� ��	 ��
 ��� � � �
��� ��� ��� ��� ��� ��	 � � �

��� ��� ��� ��� � � �
��� ��� � � �

� � �

		



�� Direkte Berechnung der Bifurkationspunkte

mit

��i � �i

�k��i �
�ki�� � �ki �

k
i��

�ki � ��ki�� � �ki��

Aufgrund der begrenzten Genauigkeit der �i l�a�t sich dies allerdings nicht
weiter als bis zur 
� oder �� Zeile fortsetzen� da sich die Rechenfehler von
Zeile zu Zeile akkumulieren�

��� Resultate der Berechnung

Realisiert wurde dieses Verfahren mit Hilfe des Mathematikprogramms
PARI�GP von C� Batut� D� Bernardi� H� Cohen and M� Olivier� Bei einer
Rechenzeit von mehreren Tagen wurden die Bifurkationspunkte 	 bis �
 zu
�
 Stellen Genauigkeit berechnet� um Rundungsfehler zu vermeiden� Dar�
aus ergeben sich ohne Konvergenzbeschleunigung zun�achst etwa 	� Stellen
f�ur � und �� mit Hilfe der Konvergenzbeschleunigung konnte die Genauig�
keit auf �� Stellen gesteigert werden�

	�



�� Darstellung �uber eine

Funktionalgleichung

Dieses Kapitel behandelt die n�aherungsweise L�osung der Funktionalglei�
chung
f�x� � �f�f�x�����

Einen besseren Weg zur Berechnung der Feigenbaumkonstanten er�o�net
eine Funktionalgleichung� die Feigenbaum aufstellte �siehe ��� oder �	���
Seite ��
��

f�x� � �f�f�x���� � 
 �
�
�	�

Neben der trivialen L�osung f�x� � �x nach �	� unendlich viele weitere
L�osungen� Ich bin aber nur an der L�osung interessiert� die in der N�ahe der
von Feigenbaum angegebenen N�aherung
f�x� � 	� 	������x� � 
�	

�	�x� � 
�
���
��x	 � � � � liegt� Diese gestat�
tet es� � zu bestimmen�

Leider sind bislang nur N�aherungsverfahren bekannt� um diese Gleichung
zu l�osen�

f�x� ist o�enbar durch Gleichung �
�
�	� nicht eindeutig bestimmt� So ist
�f�x� � k � f�x�k� o�enbar ebenfalls eine L�osung der Gleichung� wenn
f�x� L�osung ist� Man kann also noch eine zus�atzliche Festlegung tre�en�
�Ublicherweise nimmt man die Normierungsbedingung

f�
� � 	

hinzu� Damit ergibt sich � aus f durch Einsetzen von x � 
 in �
�
�	� zu

� � �	�f�	�

	�



�� Darstellung �uber eine Funktionalgleichung

Damit l�a�t sich � auch aus Gleichung �
�
�	� eliminieren� um nur noch
f�x� als Unbekannte zu haben�

f�x��
f�f�xf�	���

f�	�
� 
 �
�
���

Um eine derartige Gleichung zu l�osen� mu� man einen Weg �nden� f�x�
darzustellen� Zun�achst bietet sich daf�ur eine Taylorentwicklung an� Da
f�x� gerade ist� kommen in der Taylorreihe nur die geraden Potenzen vor�

f�x� �
�X
k��

akx
�k �
�
���

Bei der tats�achlichen L�osung wird f�x� durch ein endliches Anfangsst�uck
dieser Reihe angen�ahert�

�f�x� �
nX

k��

akx
�k �
�
�
�

Es gibt allerdings auch andere M�oglichkeiten� wie in Abschnitt 
�� auf der
n�achsten Seite beschrieben�

Im folgenden werden nun verschiedene M�oglichkeiten� das Gleichungssy�
stem �
�
�	�� �
�� �
� zu l�osen� dargestellt�

��� Gradientenabstieg

Da in der Gleichung �
�
�	� nur das Intervall �
� 	� von Interesse ist� kann
man diese Gleichung auch so schreiben�Z �

�

�
f�x� � �f�f�x����

��
dx � 
 �
�
���

Dies ist �aquivalent zur Ausgangsgleichung� da das Integral eines Quadrats
nur dann Null sein kann� wenn der Integrand im Integrationsintervall ver�
schwindet�

Wenn ich nun eine N�aherung f�ur f�x� in diese Gleichung einsetze� dann
wird das Integral nicht verschwinden� Es ist aber ein sehr gutes Ma� f�ur
die G�ute der N�aherung� Die Aufgabe� eine m�oglichst gute N�aherung f�ur

	




��� Newtonverfahren

f�x� zu �nden� stellt sich nun als Minimierungsaufgabe dar� die Koe�zien�
ten des N�aherungspolynoms sind so zu bestimmen� da� das obige Integral�

minimal wird� Dies ist eine Standardaufgabe� die sich zum Beispiel mit
dem Gradientenabstiegsverfahren l�osen l�a�t� was sich z�B� sehr leicht par�
allelisieren l�a�t�

Da sich die im n�achsten Abschnitt dargestellte Methode als e�zienter er�
wiesen hat� m�ochte ich hier nicht n�aher darauf eingehen�

��� Newtonverfahren

Wenn man f�x� durch ein Polynom n�ten Grades approximiert� dann
enth�alt dieses Polynom n � 	 Unbekannte� Um diese zu �nden� braucht
man n � 	 Gleichungen� Aus der Gleichung �
�
��� lassen sich nun leicht
n�	 Gleichungen konstruieren� indem man f�ur x n�	 Werte x�� x�� � � � � xn
einsetzt� Diese k�onnen im einfachsten Falle xi � i�n f�ur i � 
� � � � � n sein�
Um die Genauigkeit zu verbessern kann man z�B� auch die St�utzstellen der
Gau��Quadratur verwenden�

Man erh�alt also ein nichtlineares Gleichungssystem f�ur a�� a�� � � � � ak�

�f�xi��
�f� �f�xi �f�	���

�f�	�
� 
 f�ur x � 
� 	� � � � � n �
�
���

mit

�f�x� �
nX

k��

akx
�k

F�ur dessen L�osung bietet sich wieder das iterative Newton�Verfahren an�
Die Formeln daf�ur sind in Anhang B auf Seite �� zu �nden�

Allgemeiner kann man f�x� mit Hilfe von n Basisfunktionen hi�x� darstel�
len�

�f�x� �

nX
k��

akhi�x� �
�
���

�Das Integral l�a�t sich f�ur ein gegebenes N�aherungspolynom zwar exakt l�osen� dies ist
jedoch mit sehr hohem Aufwand verbunden� da f�ur ein N�aherungspolynom n�ten
Grades der Integrand ein Polynom n

��ten Grades ist� Es emp�ehlt sich daher die
Verwendung eines numerischen Quadraturverfahrens� wie der Simpson�Regel oder
der Gau��Quadratur �siehe ��	 Seite 
��
��

	�



�� Darstellung �uber eine Funktionalgleichung

Die hi�x� k�onnen hier� wie bisher� einfach die Potenzen x�i sein� Da das
lineare Gleichungssystem� das beim Newton�Verfahren gel�ost werden mu��
dabei allerdings im Allgemeinen recht schlecht konditioniert ist �d�h� seine
L�osung sehr anf�allig f�ur die Anh�aufung von Rundungsfehlern ist�� bietet
es hier numerische Vorteile� wenn man statt dessen andere Basisfunktio�
nen benutzt� Eine angemessene Wahl w�aren z�B� die Legendr�e�Polynome
P�� P�� � � � � Pn ���� Seite �
���� mit den Nullstellen von Pn�� als St�utzstel�
len� oder auch
	� cos��� � x�� cos��� � �x�� cos��� � �x�� � � � � cos��� � nx��

Numerische Experimente zeigten� da� sich als Basisfunktionen

hi�x� � Bn
i �x

��

mit den St�utzstellen

xi �
p
i�n f�ur i � 
 � � � n

sehr gut eignen� wobei Bn
i die Bezierpolynome sind�

Bn
m �

�
n

m

�
xm�	� x�n�m

	�



�� Die zweidimensionale

Funktionalgleichung

In diesem Kapitel werden aus der in 
��� angegebenen ��dimensionalen Va�
riante der Funktionalgleichung zwei eindimensionale Funktionalgleichung�
en konstruiert� und damit ein neuer Weg zur Berechnung von � er�o
net�

O�enbar l�a�t sich mit Hilfe der in Kapitel 
 angegebenen Funktionalglei�
chung nur � direkt berechnen� Feigenbaum fand eine Methode� die � als
gr�o�ten Eigenwert der Linearisierung eines aus dieser Gleichung konstru�
ierten Operators darstellt� Dies benutzte auch Keith Briggs in der bisher
genauesten Berechnung von � und � �publiziert in �����

In �	
� u�a� l�a�t sich jedoch eine ��dimensionale Variante der Gleichung
�nden� die sowohl �� als auch � enth�alt�

g�x� p� � ��g�g��
x

�
� 	 �

p

�
�� 	 �

p

�
� �����	�

Um diese Gleichung zu l�osen� kann man analog zu der Vorgehensweise
im vorhergehenden Kapitel die Funktion g�x� p� durch ein endliches An�
fangsst�uck seiner Taylorreihe approximieren�

g�x� p� �
nX

k��

nX
l��

aklx
kpl

Auf diese Weise versuchten Vul und Chanin in �	
�� sowie Goldberg et� al� in
��� die Feigenbaumkonstanten auszurechnen� Dies ist allerdings f�ur h�ohere
Genauigkeiten sehr aufwendig� da eine Approximation bis zum Grad n
bereits n� Terme ben�otigt�
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�� Die zweidimensionale Funktionalgleichung

Dies l�a�t sich jedoch vermeiden� da man die Gleichung �����	� in � separate
eindimensionale Funktionalgleichungen zerlegen kann� Dies geschieht wie
folgt� Man setzt zun�achst p � y � �

���
� ein� und verwende� da� g�x� y�

bez�uglich x gerade ist �d�h� g�x� y� � g��x� y��� und erhalte

g�x� y �
�

� � 	
� � ��g�g�x���

y

�
�

�

� � 	
��
y

�
�

�

� � 	
�

Man f�uhrt nun die neue Funktion f�x� y� � g�x� y � �
���

� ein� und erh�alt
die einfachere Form�

f�x� y� � ��f�f�
x

�
�
y

�
��
y

�
� �������

Wenn man nun y � 
 setzt� dann erh�alt man die schon bekannte Gleichung
�
�
�	� in etwas anderer Schreibweise�

f�x� 
� � ��f�f�
x

�
� 
�� 
�

Eine zweite Gleichung erh�alt man durch Ableitung der Gleichung �������
nach y� und nachfolgendem Einsetzen von y�
�

fy�x� y� � ��
fy�f�

x
�
� y
�
�� y

�
� � fx�f�

x
�
� y
�
�� y

�
�fy�

x
�
� y
�
�

�

fy�x� 
� � �
�

�

�
fy�f�

x

�
� 
�� 
� � fx�f�

x

�
� 
�� 
�fy�

x

�
� 
�
�

Hierbei bezeichnen fx und fy jeweils die Ableitung von f nach dem ersten
bzw� nach dem zweiten Argument�

Durch Umbenennung von f�x� 
� in f�x� �damit wird fx�x� 
� zu f ��x� �
und von fy�x� 
� in g�x� erhalte ich damit die folgenden Gleichungen�

f�x� � ��f�f�
x

�
�� ������a�

g�x� � �
�

�

�
g�f�

x

�
�� � f ��f�

x

�
��g�

x

�
�
�

������b�

Auch hier sind f�x� und g�x� durch diese Gleichungen noch nicht eindeutig
festgelegt� so da� man zus�atzlich die Normierungsbedingungen

f�
� � 	 ������c�

g�
� � 	 ������d�

hinzunehmen kann�

	�



Aus diesen Gleichungen kann man wieder � und � eliminieren� um f�x� und
g�x� als einzige Unbekannte in der Gleichung zu haben� Durch Einsetzen
von x � 
 ergibt sich aus ������a� und ������c� wieder

� � �	�f�	� �����
�

und durch Einsetzen von x � 
 in ������a� erh�alt man�

g�
� � �
�

�
�g�f�
�� � f ��f�
��g�
��

	 � �
�

�
�g�	� � f ��	��

und damit

� � ���g�	� � f ��	�� �������

Wenn man �����
� und ������� in ������a� und ������b� einsetzt� erh�alt man
folgende Funktionalgleichungen� die es zu l�osen gilt�

f�
� � 	 ������a�

f�x��
f�f�xf�	���

f�	�
� 
 ������b�

g�
� � 	 ������c�

g�x� �
g�f� x

�
�� � f ��f� x

�
��g� x

�
�

g�	� � f ��	�
������d�

O�enbar kann man zun�achst f�x� n�aherungsweise berechnen� wie schon in
Kapitel 
� und dann daraus g�x� auf analoge Weise� Mit Hilfe von �����
�
und ������� erh�alt man daraus die gesuchten Konstanten � und ��
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�� Beschreibung der

Implementation der

Berechnung und Resultate

Die in Kapiteln 
 und � bzw� B beschriebenen L�osungsmethoden wurden
mit Hilfe der Programmiersprache Sather und der GNU MP Library �einer
Bibliothek f�ur Arithmetik mit beliebig gro�en ganzen Zahlen� implemen�
tiert� Da das lineare Gleichungssystem beim Newtonverfahren bei L�osung
mit voller Genauigkeit viel zu gro� und zu aufwendig geworden w�are� wurde
es mit normaler 	��stelliger Arithmetik gel�ost� Dies vervielfacht allerdings
die Zahl der notwendigen Iterationen�

Die Rechnung wurde mit steigender Genauigkeit mehrfach wiederholt� Das
Ergebnis bilden die 
�� Stellen� die zwischen der vorletzten und letzten
Rechnung �Genauigkeit ��
 Dezimalstellen� Polynomgrad �

� �uberein�
stimmten� Die Resultate sind auf der n�achsten Seite angegeben�

�
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A� Das Newtonverfahren bei der

Berechnung von

Bifurkationspunkten

Das zweidimensionale Newtonverfahren setzt zur L�osung eines Gleichungs�
systems
F �x� a� � 
 und G�x� a� � 
 folgende Iterationsformel ein�

�
xi��
ai��

�
�

�
xi
ai

�
�

�
Fx�xi� ai� Fa�xi� ai�
Gx�xi� ai� Ga�xi� ai�

�
���

F �xi� ai�
G�xi� ai�

�

Um dieses Verfahren auf die Gleichungen �����	� und ������� anzuwenden�
mu� ich in dieser Formel die Funktionen

F �x� a� � f �
n

�x� a�� x

G�x� a� � f �
n

x �x� a� � 	

einsetzen� Zur Berechnung der Ableitungen

Fx�x� a� � f �
n

x �x� a�� 	

Fa�x� a� � f �
n

a �x� a�

Gx�x� a� � f �
n

xa �x� a�

Ga�x� a� � f �
n

xa �x� a�

ben�otigt man noch die Ableitungen �
�x
f �

n

� �
�a
f �

n

� ��

�x�
f �

n

und f �
n

xa � Diese
kann man aus den Rekursionsgleichungen f�ur f �

n

ableiten�

��



f i�x� a� �

	
x wenn i � 


f�f i���x� a�� a� wenn i � 

�A�A�	�

Damit ergeben sich die Ableitungen f�ur den Fall i � 
 zu

f �x�x� a� � 	 �A�A���

f �a �x� a� � f �xx�x� a� � f �xa�x� a� � 


und f�ur den Fall i �� 
 zu

f i��x �x� a� � fx�f
i�x� a�� a�f ix�x� a�

f i��xx �x� a� � fxx�f
i�x� a�� a�f ix�x� a� � fx�f

i�x� a�� a�f ixx�x� a�

f i��xa �x� a� � fxa�f
i�x� a�� a�f ix�x� a� � fx�f

i�x� a�� a�f ixa�x� a�

�A�A���

Aus �A�A�	� ergeben sich�

fx�x� a� � ��ax � a

fxx�x� a� � ��a

fxa�x� a� � ��x � 	

�A�A�
�

Zur Beschleunigung des Rechenvorgangs ist es aber empfehlenswert� eine
Koordinatentransformation auszuf�uhren� Ich ersetze in xi�� � f�xi� a� �
axi�	� xi� zun�achst x durch ��x�a� 	��� und erhalte

�xi��
a

�
	

�
� a�

�x

a
�

	

�
��	� �

�x

a
�

	

�
��

also�

�xi��
a

�
	

�
�

a



�

�x�

a

�xi�� �
a� � �a



� �x�i

und mit �a � a
�
erh�alt man die neue Rekursionsgleichung�

�xi�� � �f��x� �a� � �a� �x�i �A�A���

��



A� Newtonverfahren f�ur Bifurkationspunkte

Damit ergeben sich die folgenden Ableitungen� die im Vergleich zu �A�A�
�
einfacher sind� und damit zu einem geringeren Rechenaufwand f�uhren�

�fx��x� �a� � ���x

�fxx��x� �a� � ��

�fxa��x� �a� � 


�A�A���

�




B� Das Newtonverfahren f�ur die

L�osung der

Funktionalgleichung I

Dieses Kapitel beschreibt die angen�aherte L�osung der Funktionalgleichung
f�x�� f�f�xf�����

f���
� 
 aus Kapitel � mit Hilfe des Newtonverfahrens� Die

L�osung der Funktionalgleichung
g�x� � ��

�

�
g�f� x

�
�� � f ��f� x

�
��g� x

�
�
�
aus Kapitel � erfolgt analog�

Zu l�osen ist das Gleichungssystem �
�
����

�f�xi��
�f� �f�xi �f�	���

�f�	�
� 
 f�ur x � 
� 	� � � � � n �
�
���

mit

�f�x� �
nX

k��

akhk�x�

xi und hi�x� entsprechen Gleichung �
�
��� auf Seite 	��

Ich bezeichne die linke Seite von Gleichung �
�
��� im folgenden mit Fi�
Ein Iterationsschritt sieht nun wie folgt aus�


BBB�
a��
a��
���
a�n

�
CCCA �



BBB�
a�
a�
���
an

�
CCCA �



BB�

�
�a�

F�
�
�a�

F� � � � �
�an

F�
�
�a�

F�
�
�a�

F� � � � �
�an

F�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�
�a�

Fn
�
�a�

Fn � � � �
�an

Fn

�
CCA
��


BBB�
F�

F�
���
Fn

�
CCCA �B�B�	�

Um den Iterationsschritt auszuf�uhren� sind noch die �
�ai

Fj zu berechnen�

��



�

�ai
Fj �

�

�ai



�f�xi��

�f� �f�xi �f�	���
�f�	�

�
�B�B���

mit

�f�x� �
nX

k��

akhk�x�

Um die Rechnung zu vereinfachen� benutze ich

�

�ai
�f�x� �

�

�ai

nX
k��

akhk�x�

�
nX

k��

�

�ai
�akhk�x��

und mit �
�ai

�akhk�x�� �

	
akh

�

k�x��
�
�ai

x� � hk�x� f�ur k � i

akh
�

k�x��
�
�ai

x� f�ur k �� i
folgt�

�



nX

k��

akh
�

k�x��
�

�ai
x�

�
� hi�x�

�

�ai
�f�x� � �f ��x��

�

�ai
x� � hi�x�

Wenn man dies nun auf �B�B��� anwendet� so erh�alt man �uber eine Reihe
von Ableitungsschritten

�

�ai
�f�x� �

�f� �f�x �f�	��� hi�	�

�f�	�
� � hi�x�

�
hi� �f�x �f�	��� �

�
hi�x �f�	�� � x hi�	� �f ��x �f�	��

�
�f �� �f�x �f�	���

�f�	�
�B�B���

Damit sind alle n�otigen Formeln f�ur die Iteration beisammen�
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